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摘 要： 利用一类属于“δ型序列”并含有指数因子ｅｘｐ（－ｓｔ）的概率密度函数，当在大于零的实数半区间上有且
只有一个对应于随机变量众数的极值点横坐标时，将随机变量连续函数的数学期望用该函数的 Ｌａｐｌａｃｅ变换表出，从
而导出一种基于δ型概率密度函数序列的数值 Ｌａｐｌａｃｅ反变换（ＮＩＬＴ）算法基本框架，并把常用的 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 Ｐｏｓｔ
Ｗｉｄｄｅｒ算法统一至该框架之下．在此基础上，选择属于“δ型序列”的Ｇａｍｍａ分布密度函数，提出一个此类 ＮＩＬＴ算法的
新成员．
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１ 引言

作为一种重要的积分变换，Ｌａｐｌａｃｅ变换不仅是数
学物理领域的重要分析工具，而且在工程技术中有着广

泛的应用．在工业控制、应用电磁学、地质勘探、油气试
井和建筑工程等众多技术领域，为了迅速地获得问题的

Ｌａｐｌａｃｅ变换反演结果，采用数值 Ｌａｐｌａｃｅ反变换（ＮＩＬＴ）
算法求解已成为最重要的技术途径之一［１～１１］．

多年以来，ＮＩＬＴ受到国内外学者的广泛关注，从不
同的原理和技术切入点提出了多种 ＮＩＬＴ算法［４，１２～１７］，
并试图对它们进行比较归类［１８～２０］．ＮＩＬＴ是一个不适定

（病态）问题［１２，１３，２１］，而且算法性能对原象函数的振荡性

和衰减性（在实际应用中通常是未知的）非常敏

感［２０，２２］，因而至今还难以找到完备的方法对其进行比

较评价，只能采用已知原象函数的象函数进行 ＮＩＬＴ测
试［１８～２０］，或进一步整理有代表性的象函数构成“标准”

测试集以方便测试时查用［２２］；而且，从多年的研究进展

来看，比较归类 ＮＩＬＴ算法仍然是一件具有挑战性的工
作［１９，２０，２２］，多数算法以作者名字命名，难以从名称中直

观反映出算法的原理或技术特点，或多或少给算法的应

用和改进带来了不便．
本文通过分析比较 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法［１４，１５］和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ

收稿日期：２０１２１００９；修回日期：２０１３０４２８；责任编辑：马兰英
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６１２０１１２０）

第８期
２０１３年８月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．４１ Ｎｏ．８
Ａｕｇ． ２０１３



算法［１６，１７］，抽取其共性原理而导出一个统一的 ＮＩＬＴ算
法框架———以广义函数理论和概率统计理论为基础，

利用一类属于“δ型序列”并包含ｅｘｐ｛－ｓｖｔ｝因子的概率
密度函数 ｆｖ（ｔ）→δ（ｔ－τ）（ｖ→∞），将求随机变量的均
值与 Ｌａｐｌａｃｅ变换公式

Ｙ（ｓｖ）＝∫
∞

０
ｙ（ｔ）ｅｘｐ（－ｓｖｔ）ｄｔ

联系起来，导出基于δ型概率密度函数序列的 ＮＩＬＴ算
法公式．至今鲜见对这两种算法进行类似研究的文献，
故本文将其归类为“δ型序列 ＮＩＬＴ算法”，以便于此类
ＮＩＬＴ算法的应用、改进或为本类算法增加新的成员．

２δ型序列

设在实轴 Ｒ上局部可积的函数序列｛ｆｖ（ｔ）｝为“正
则泛函序列”［２３］；若极限

ｌｉｍ
ｖ→∞
ｆｖ（ｔ）＝δ（ｔ－τ） （１）

成立，则称函数序列｛ｆｖ（ｔ）｝为关于实参 ｖ→∞的“δ型
序列”［２３，２４］．其中，δ（·）为 Ｄｉｒａｃδ函数，τ为ｆｖ（ｔ）曲线
取极大值时所对应的横坐标当 ｖ→∞时的极限值．由于
Ｄｉｒａｃδ函数属于广义函数，故式（１）不能完全按普通函
数（或称基本函数）的极限来理解．为简便计，常称式
（１）为“收敛于广义函数的极限”，并称序列｛ｆｖ（ｔ）｝是关
于参数 ｖ→∞一致收敛的．此时，对函数 ｆｖ（ｔ）求积分
（微分）和求极限运算可以交换顺序，这是一致收敛正

则泛函序列所具有的基本特征［２３，２４］．为了证明符合条
件的概率密度函数为“δ型序列”，则需要用到下面的推

论［２３］：

推论 设局部可积函数序列

Ｆｖ（ｔ）＝∫ｔ
－１ｆｖ（ｔ）ｄｔ，ｖ→∞ （２）

若 Ｆｖ（ｔ）在实轴 Ｒ上的任何闭区间［ｐ，ｑ］上对参数 ｖ
一致有界（其上、下界可与 ｐ、ｑ无关），且当 ｖ→∞时
Ｆｖ（ｔ）几乎处处收敛于Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数（单位阶跃函数）ｕ
（ｔ－τ），则式（２）中的 ｆｖ（ｔ）为“δ型序列”．

利用该推论，并根据概率累积分布函数和概率密

度函数的性质［２５］，易证满足以下条件的概率密度函数

ｆｖ（ｔ）必为“δ型序列”：

①ｆｖ（ｔ）
＞０，ｔ∈（０，＋∞）

≤０，ｔ∈（－∞，０{ ］
，

②曲线 ｆｖ（ｔ）在实数半区间（０，＋∞）上有且只有一
个极值横坐标点τ，并必为众数（ＭｏｄａｌＶａｌｕｅ），

③曲线 ｆｖ（ｔ）在横坐标上随参数 ｖ→∞向极值坐标
点τ收缩．

实际上，由概率密度函数的性质，易由条件②推断

出条件③；反之亦然．也就是说，条件③和条件②是等
价的．若概率密度函数 ｆｖ（ｔ）满足条件①，则式（２）中的

Ｆｖ（ｔ）即等于与 ｆｖ（ｔ）对应的概率累积分布函数，故

Ｆｖ（ｔ）必然在任何闭区间上对参数 ｖ一致有界；由于 ｆｖ
（ｔ）满足条件②或③，那么随机变量 Ｔ落入坐标τ的无
穷小邻域（τ－Δ，τ＋Δ）内（Δ→０＋）的概率

Ｐ（τ－Δ＜Ｔ＜τ＋Δ）＝∫τ＋Δτ－Δｆｖ（ｔ）ｄｔ→１００％
因此，必然有

Ｆｖ（ｔ）＝∫ｔ
－１ｆｖ（ｔ）ｄｔ

＝
０，ｔ＜τ－Δ
１，ｔ≥τ＋{

Δ
， ｖ→∞

＝ｕ（ｔ－τ）， ｖ→∞，Δ→０＋

所以 ｆｖ（ｔ）为“δ型序列”．为方便计，本文称之为“δ型
概率密度函数序列”．

下面，为了利用“δ型概率密度函数序列”归类抽取

Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法的共性原理，将简要给
出这两种算法的导出过程，并把它们放在一起以便进

行对比分析．

３ 算法对比分析

３１ 算法公式

Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法是由 ＨＳｔｅｈｆｅｓｔ在 ＤＰＧａｖｅｒ的研究成
果［１６］基础上于１９７０年提出的，而 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法是由
ＤＬＪａｇｅｒｍａｎ应用 ＤＶＷｉｄｄｅｒ著作中的成果［１７］于 １９７８
年提出的．Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法的关键区别
在于，两者采用了不同的概率密度函数．

Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法采用的概率密度函数为

ｆｍ，ｎ（ｔ；ａ）＝
（ｎ＋ｍ）！
ｎ！（ｍ－１）！ａ［１－ｅ

－ａｔ］ｎｅ－ｍａｔ （３）

其中各参、变量均取实数，要求 ａ＞０，０＜ｔ＜∞，ｍ＝１，
２，…，∞，ｎ＝０，１，２，…，∞．而 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法采用的
概率密度函数为

ｆｋ（ｔ；μ）＝
ｋ
μ
ｅｘｐ －ｋｔ( )

μ

（
ｋｔ
μ
）ｋ－１

（ｋ－１）！ （４）

其中，０＜ｔ＜∞，μ为均值，ｋ＝μ
２

σ
２（σ为标准差）．显然，

由定义可知式（３）、（４）均满足条件①．连续采用分部积
分法，容易验证式（３）、（４）均满足概率密度函数的性质．
式（３）中的参数 ｎ、ｍ和式（４）中的参数 ｋ则对应着式
（１）中的参数 ｖ．

为了求得与式（１）中对应的参数τ，则需要对式（３）
和式（４）分别求极值．为此，对式（３）和式（４）分别求相对
于变量 ｔ的一阶导数并解方程
（ｎ＋ｍ）！ａ２
ｎ！（ｍ－１）！（１－ｅ

－ａｔ）ｎ－１ｅ－ｍａｔ（ｎ＋ｍ）ｅ－ａｔ－[ ]{ }ｍ ＝０

ｋ２

μ
２ｅｘｐ －

ｋｔ( )
μ

（ｋ－１）（ｋｔ
μ
）ｋ－２－（ｋｔ

μ
）ｋ－１

（ｋ－１
[ ]

）！
＝０
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从而得到式（３）对应的随机变量众数为

τｍ，ｎ＝－
１
ａｌｎ

ｍ
ｍ＋ｎ （５）

式（４）对应的随机变量众数为

τｋ＝
ｋ－１
ｋμ （６）

而且对式（５）、（６）分别取当 ｍ，ｎ→∞和 ｋ→∞时的极
限，有

ｌｉｍ
ｍ→∞ｎ→∞

τｍ，ｎ＝－
１
ａｌｎ２ （５ａ）

ｌｉｍ
ｋ→∞
τｋ＝μ

（６ａ）
由此可知，式（３）、（４）都有且只有一个极值点横坐标，即
满足条件②或③．所以，式（３）（４）属于“δ型序列”，即

ｌｉｍ
ｍ→∞ｎ→∞

ｆｍ，ｎ（ｔ；ａ）＝δ ｔ－ａ－１( )ｌｎ２ （７）

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｆｋ（ｔ；μ）＝δ（ｔ－μ） （８）

设 ｙ（ｔ）为实轴上的连续函数，Ｔｍ，ｎ、Ｔｋ分别为对应
于概率密度函数（３）、（４）的随机变量．那么，随机变量
Ｙｍ，ｎ＝ｙ（Ｔｍ，ｎ）和 Ｙｋ＝ｙ（Ｔｋ）的数学期望分别为［２５］

珔Ｙｍ，ｎ＝Ｅ｛Ｙｍ，ｎ｝＝∫∞
－∞ｙ（ｔ）ｆｍ，ｎ（ｔ；ａ）ｄｔ

＝ａ（ｎ＋ｍ）！ｎ！（ｍ－１）！∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋＣｋｎ∫∞０ｙ（ｔ）ｅ－（ｍ＋ｋ）ａｔｄ[ ]ｔ

＝ ａ（ｎ＋ｍ）！ｎ！（ｍ－１）！∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋＣｋｎＹＬ （ｍ＋ｋ）( )[ ]ａ （９）

珔Ｙｋ＝Ｅ｛Ｙｋ｝＝∫∞
－∞ｙ（ｔ）ｆｋ（ｔ；μ）ｄｔ

＝ ｋｋ

μ
ｋ（ｋ－１）！∫

∞
０ｙ（ｔ）ｔｋ－１ｅｘｐ －

ｋ
μ

( )ｔｄｔ
＝（－１）ｋ－１［（ｋ－１）！］－１ ｋ( )

μ

ｋ
Ｙ（ｋ－１）Ｌ

ｋ( )
μ
（１０）

式中，Ｅ｛·｝表示求数学期望；ＹＬ（ｓ）＝Ｌ ｙ（ｔ{ }）为函数

ｙ（ｔ）的Ｌａｐｌａｃｅ变换，Ｙ（ｋ－１）Ｌ （ｓ）为 ＹＬ（ｓ）相对于其自变

量 ｓ的（ｋ－１）阶导数．式（９）中 Ｃｋｎ＝
ｎ！

［ｋ！（ｎ－ｋ）！］为

二项式系数，式（１０）中应用了 Ｌａｐｌａｃｅ变换的象函数微
分性质［２６］

Ｌ｛ｔｋｙ（ｔ）｝＝（－１）ｋＹ（ｋ）（ｓ）
对式（９）（１０）两式取极限，易得

ｙｌｎ２( )ａ ＝ ｌｉｍ
ｍ→∞ｎ→∞

ａ（ｎ＋ｍ）！
ｎ！（ｍ－１）！∑

ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋＣｋｎＹＬ （ｍ＋ｋ）( )[ ]ａ

（１１）

ｙ（μ）＝ｌｉｍｋ→∞
（－１）ｋ－１
（ｋ－１）！

ｋ( )
μ

ｋ
Ｙ（ｋ－１）Ｌ

ｋ( )
μ

（１２）

由于式（１１）、（１２）均由一致收敛的正则泛函序列导
出，故它们的极限一定是存在的．将它们截断取有限
项，并令式（１１）中的 ｍ＝ｎ＝Ｎ，式（１２）中的 ｋ＝Ｎ，即可
得到Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法的Ｇａｖｅｒ近似公式［１６］

( )ｙｔ≈
（２Ｎ）！ｌｎ２
Ｎ！（Ｎ－１）！ｔ∑

Ｎ

ｋ＝０
（－１）ｋＣｋＮＹＬ

（Ｎ＋ｋ）ｌｎ２( )[ ]ｔ
（１１ａ）

和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法的近似公式［１６，１７］

ｙ（ｔ）≈
（－１）Ｎ－１
（Ｎ－１）！

Ｎ( )ｔ
Ｎ
Ｙ（Ｎ－１）Ｌ

Ｎ( )ｔ （１２ａ）

若采用 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法的 Ｇａｖｅｒ近似式（１１ａ）计算
ＮＩＬＴ，其收敛速度很慢；而且，式中阶乘运算的存在限制
了 Ｎ的取值在常用的３２位计算机上不宜超过２０，否则
会有较大的舍入误差．为此，可采用“极限外推”方法对
式（１１ａ）进行加速收敛处理，得到 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法公式
为［１４］

ｙ（ｔ）≈ｔ－１ｌｎ２∑Ｎ
ｋ＝１ＶｋＹ ｔ－１ｋ( )ｌｎ２ （１１ｂ）

其中，系数 Ｖｋ应为由 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ修正的公式［１５］

Ｖｋ＝（－１）
Ｎ
２＋ｋ ∑

ｍｉｎ（ｋ，Ｎ２）

ｒ＝ （ｋ＋１）[ ]２

ｒ
Ｎ
２（２ｒ）！

（
Ｎ
２－ｒ）！ｒ！（ｒ－１）！（ｋ－ｒ）！（２ｒ－ｋ）！

（１１ｃ）
因为 Ｖｋ的原始公式存在一个小错误［１４］，经验算不可能
得到正确结果．某些文献［６～８］采用原始 Ｖｋ公式［１４］或其
它错误公式［５］却能得到正确结果，则令人相当费解．

在 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法的近似公式（１２）中，需要求

ＹＬ（ｓ）的多重微分．由于式中总是取 ｓ＝
ｋ
μ
，那么必然有

Ｒｅ｛ｓ｝≥０，所以式中求象函数相对于 ｓ的多重微分是
允许的［１７］．同理，由于阶乘运算的存在，Ｎ不宜取得过
大，这时式（１２）中的μ可由式（６）中的τｋ来代替，于是
ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法公式可改写为

ｙ（ｔ）≈
（－１）Ｎ－１
（Ｎ－１）！

Ｎ－１( )ｔ
Ｎ
Ｙ（Ｎ－１） Ｎ－１( )ｔ （１２ｂ）

特别地，当式（１２ｂ）计算一个特殊的Ｌａｐｌａｃｅ反变换时，
Ｌ｛ｕ（ｔ）｝＝ｓ－１

求其 Ｎ－１阶导数，得
（ｓ－１）（Ｎ－１）＝（－１）Ｎ－１（Ｎ－１）！ｓ－Ｎ

取 ｓ＝（Ｎ－１）／ｔ并将上式代入式（１２ｂ），易得
ｙ（ｔ）＝１＝ｕ（ｔ）， ｔ＞０

即获得了精确解．
３２ 算法讨论

关于Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法在应用中需要
注意的一般性问题，已有较多的文献进行过讨

论［４～９，１１，１４～１７］，这里不再赘述．下面重点讨论三个问题：
（１）为提高计算效率，两算法都需要“预先计算”．

Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法公式（１１ｂ）中的系数 Ｖｋ与原象自变量ｔ无
关，只要确定了求和项数 Ｎ就可提前将所有Ｖｋ（ｋ＝１，
…，Ｎ）计算出来．应用 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法公式（１２ｂ）时需
要求解象函数的（Ｎ－１）阶导数，为避免取不同 ｔ值时
的重复计算，可采用 ＭａｔＬａｂ符号运算工具包等软件工
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具把它提前计算出来．
（２）该类算法只适于已知象函数解析式的情况，不

适于测量数据的场合．式（１１ｂ）还可以通过恰当的试验
设计来解决测量数据的问题，而式（１２ｂ）由于需要求解
象函数的高阶导数，就很难用来解决测量数据的

Ｌａｐｌａｃｅ反变换问题了．
（３）可由“δ型概率密度函数序列”的方差变化情况

直观地比较算法性能．虽然还未找到能很好地用于检
验ＮＩＬＴ算法性能的普适性方法，但对于该类算法则可
以通过比较方差变化情况的来判断算法的精度．在其
它参数相同的条件下，方差较大的情况算法精度相对

较差．比如，在式（１１ｂ）（１２ｂ）中取相同的参数 Ｎ和原象
自变量ｔ＝τｋ，计算两式所对应的方差分别为：

σ
２
１１＝τ－２ｋ ∑

Ｎ

ｒ＝０
（Ｎ＋ｒ）－２，σ２１２＝τ２ｋ／Ｎ

其中下标“１１”、“１２”代表式（１１ｂ）、（１２ｂ）．取典型值 Ｎ＝
１５并取τｋ＝０．５，１，１．５，…，５５，得到计算结果如图１所
示，显然Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法应该具有更好的精度．因为σ２１２随
着自变量的增大而显著增大，导致 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法公
式（１２ａ）在近似表示公式（１２）时误差增大，从而使计算
精度随着原象自变量 ｔ的增加而变差．这一结论可以通
过一个实例［２２］的计算结果直观地展现出来如图 ２所
示：

Ｌ－１
１
槡ｓ
ｅ－
１{ }ｓ ＝ １

π槡 ｔ
ｃｏｓ（ ４槡 ｔ） （１３）

４ 统一算法框架及应用

４１δ型序列ＮＩＬＴ算法
由上述 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法的推导过

程，不难将它们纳入到以下的统一的理论框架之中：

设随机变量 Ｔｖ（ｖ→∞）的概率密度函数 ｆｖ（ｔ）是满
足前述条件①～③的“δ型序列”，即

ｌｉｍ
ｖ→∞
ｆｖ（ｔ）＝δ（ｔ－τｖ）

其中τｖ为众数（ＭｏｄａｌＶａｌｕｅ）的极限．又设 ｙ（ｔ）为连续
函数，那么随机变量 Ｙｖ＝ｙ（Ｔｖ）的数学期望珔Ｙｖ可表示
为

珔Ｙｖ＝Ｅ｛Ｙｖ＝ｙ（Ｔｖ）｝＝∫∞
－∞ｙ（ｔ）ｆｖ（ｔ）ｄｔ

根据“δ型序列”的基本特征，当 ｖ→∞时数学期望珔Ｙｖ
将趋于极限ｙ（τｖ），即

ｌｉｍ
ｖ→∞
珔Ｙｖ＝ｌｉｍ

ｖ→∞∫
＋∞

－∞
ｙ（ｔ）ｆｖ（ｔ）ｄｔ

＝∫
＋∞

－∞
ｙ（ｔ）δ（ｔ－τｖ）ｄｔ＝ｙ（τｖ） （１４）

接着，需要选择适当的概率密度函数 ｆｖ（ｔ）把上式与连
续函数 ｙ（ｔ）的Ｌａｐｌａｃｅ变换

Ｙ（ｓ）＝Ｌ｛ｙ（ｔ）｝＝∫
∞

０
ｙ（ｔ）ｅ－ｓｔｄｔ

联系起来．这里，选择一类形如

ｆｖ（ｔ）＝
ｇ｛ｅ－ｓｖｔ｝， ｔ＞０
０， ｔ≤

{ ０
的概率密度函数，且函数 ｇ｛·｝满足

∫∞
０ｙ（ｔ）ｇ（ｅ－ｓｖｔ）ｄｔ＝ｇ∫

∞

０
ｙ（ｔ）ｅ－ｓｖｔｄ{ }ｔ

＝ｇ｛Ｙ（ｓｖ）｝
由于 ｇ｛·｝是将 ｆｖ（ｔ）中指数因子 ｅ－ｓｖｔ抽取出来以后的
连续函数，对上式取 ｖ→∞的极限时，求极限与求积分
的次序可以交换，于是由式（１４）可得

ｙ（τｖ）＝ｌｉｍ
ｖ→∞
珔Ｙｖ＝ｌｉｍ

ｖ→∞
ｇ｛Ｙ（ｓｖ）｝ （１５）

以上各式中，ｓｖ ＞０且只与参数 ｖ有关．
综上所述，可见“δ型序列 ＮＩＬＴ算法”的关键在于

根据具体的概率密度函数来确定 ｇ｛·｝的最终形式，以
便于进行数值Ｌａｐｌａｃｅ反变换计算．既然 ｇ｛·｝是连续的
且与 ｆｖ（ｔ）等价（ｔ＞０），那么式（１５）的极限存在且具有
与 ｆｖ（ｔ）一致的收敛性，因而可取有限项 Ｙ（ｓｖ）由近似
求解出在τｖ处的原象值ｙ（τｖ）．至此，已利用“δ型序
列”理论将 Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和 ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法纳入到统一
的算法框架之中，下面则应用该算法框架提出一个新

成员．
４２ 算法新成员

根据上述理论框架，先寻找一个符合条件的概率

密度函数，比如Ｇａｍｍａ分布密度函数［２５］

ｆｖ（ｔ；ａ）＝
ｖａ

Γ（ａ）
ｔａ－１ｅ－ｖｔ （１６）

求导并求解方程

ｖａ

Γ（ａ）
ｅ－ｖｔｔａ－２ （ａ－１）－[ ]ｖｔ＝０
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可得众数

τｖ＝
ａ－１
ｖ （１７）

由式（１５）可得

ｙ（τｖ）＝ｌｉｍ
ｖ→∞

（－１）ａ－１ｖａ

Γ（ａ）
Ｙ（ａ－１）Ｌ （ｖ）

于是得到“δ型序列ＮＩＬＴ算法”新成员的近似公式为

ｙ（ｔ）≈（－１）ａ－１
（ａ－１）ａ

Γ（ａ）ｔａ
Ｙ（ａ－１）Ｌ

ａ－１( )ｔ （１８）

注意到式（１８）中并没有参数 ｖ，但它隐含在式（１７）当
中．为了保证必要的近似精度，就需要取较大的 ｖ值；
但是，当原象函数的自变量 ｔ取较大值时，只有取很大
的 ａ值才能使式（１７）成立．

因此，这个 ＮＩＬＴ算法的新成员需要取较大的 ａ值
才能达到要求的精度；而且，由于 Ｇａｍｍａ分布的方差将
随着 ｔ值的增加而增大，所以该新算法与ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算
法类似，其精度将随着 ｔ值的增加而变差．利用式（１８）
求解实例式（１３）的结果如图３所示，显示式（１８）是正确
的；而且，取不同 ａ值的曲线非常直观地显示了上述分
析结论．

５ 结论

基于“δ型概率密度函数序列”提出了一种新的“δ
型序列ＮＩＬＴ算法”，并把Ｓｔｅｈｆｅｓｔ算法和ＰｏｓｔＷｉｄｄｅｒ算法
纳入到该算法的统一理论框架之下．以该算法框架为
模板，利用Ｇａｍｍａ分布概率密度函数，提出了一个该类
ＮＩＬＴ算法的新成员．
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